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Диссертационная работа изложена на 83 страницах и состоит из введения, 

двух разделов, разбитых на подразделы, заключения и списка использованных 

источников. Список использованных источников включает 63 наименования. 

Широкий класс практических задач сводится к решению 

дифференциальных уравнений с неограниченными коэффициентами, заданных 

на всей числовой прямой. В настоящей работе основным объектом 

исследования является сингулярное дифференциальное уравнение второго 

порядка вида 

 

𝑙𝑦 ≔ −𝜌(𝑥)(𝜌(𝑥)𝑦′)′ + 𝑟𝑦′ + 𝑠𝑦 = 𝑓(𝑥), (1) 
 

где 𝑥 ∈ ℝ, 𝜌(𝑥) — положительная и дважды непрерывно дифференцируемая 

функция, 𝑟 — непрерывно дифференцируемая функция, а 𝑠 — непрерывная 

функция, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ), 1 ≤ 𝑝 < +∞. Сингулярность уравнения (1) означает, что 

оно задано в некомпактной области, а его коэффициенты могут быть 

неограниченными функциями. В диссертационной работе рассматриваются 

вопросы разрешимости, единственности решения, а также установления 

гладкостных свойств решений уравнения (1) с быстрорастущей функцией 𝑟. 

К уравнению вида (1) с неограниченным коэффициентом 𝑟, а также его 

многомерным обобщениям сводятся задачи стохастического анализа и 

стохастических дифференциальных уравнений. Их известными 

представителями являются уравнения Орнштейна-Уленбека и  

Фоккера-Планка-Колмогорова, которые активно изучаются начиная с первой 

половины двадцатого века. В теории броуновского движения частиц 

промежуточный и старший коэффициенты 𝑟 и 𝜌 представляют, соответственно, 

такие параметры движения, как смещение и ковариационная матрица. Одной из 

важных задач является нахождение новых более общих классов ковариационных 

матриц, включая случай вырождения уравнения, при котором (1) остаётся 

корректно разрешимым. 

Одним из основополагающих свойств решения дифференциального 

уравнения (1) является его так называемая 𝐿𝑝-максимальная регулярность, то 

есть выполнение оценки 

 
‖𝜌(𝜌𝑦′)′‖𝑝 + ‖𝑟𝑦′‖𝑝 + ‖𝑠𝑦‖𝑝 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑝 (2) 

 



c некоторой постоянной 𝐶, не зависящей от искомой функции 𝑦, здесь ∥⋅∥𝑝 — 

норма пространства 𝐿𝑝. При этом неравенство (2) называют коэрцитивной 

оценкой или оценкой 𝐿𝑝-максимальной регулярности решения уравнения (1). В 

этом случае, соответствующий уравнению (1) дифференциальный оператор 𝑙 
называется разделимым в пространстве 𝐿𝑝. Представляет интерес доказательство 

𝐿𝑝-максимальной регулярности решения уравнения (1), когда 𝑟 быстро растёт и 

не подчиняется росту других коэффициентов, которое было проведено в данном 

диссертационном исследовании. 

Цель диссертационного исследования: расширение классов 

коэффициентов 𝜌, 𝑟 и s, при которых уравнение (1) однозначно разрешимо, а 

решение является 𝐿𝑝-максимально регулярным, а также установление 

спектральных свойств связанного с уравнением (1) сингулярного 

дифференциального оператора второго порядка 𝑙. 
Задачи диссертационного исследования: 

• нахождение условий существования и единственности решения 

линейного уравнения (1) в пространстве 𝐿𝑝 (1 ≤ 𝑝 < +∞); 

• установление условий максимальной регулярности решения линейного 

уравнения (1); 

• установление спектральных и аппроксимативных свойств линейного 

оператора 𝑙, соответствующего уравнению (1); 

• нахождение условий разрешимости нелинейного уравнения (1). 

В диссертационной работе использованы следующие методы 

исследования: 

• методы априорных оценок и локализации, 

• теория операторов с замкнутой областью значений, 

• теория Шаудера, 

а также использованы весовые неравенства типа Харди и аппарат средних 

функций М. Отелбаева. 

Основные положения, выносимые на защиту и результаты 

исследования. На защиту вынесены следующие основные результаты 

диссертационного исследования: 

• найдены достаточные условия корректной разрешимости линейного 

уравнения (1) в пространстве 𝐿𝑝 (1 ≤ 𝑝 < +∞); 

• для достаточно широкого класса линейных уравнений вида (1) доказана 

𝐿𝑝-максимальная регулярность решения (1 ≤ 𝑝 < +∞); 

• найдены достаточные условия корректной разрешимости линейного 

уравнения (1) в пространстве 𝐿2 в случае, когда коэффициенты 𝜌(𝑥) и 

𝑟(𝑥) являются сильно колеблющимися функциями; 

• получены двусторонние оценки радиуса фредгольмовости резольвенты 

𝑙−1 линейного оператора 𝑙, порождающего (1), в пространстве 𝐿𝑝,  

1 < 𝑝 < +∞; 

• установлен критерий компактности резольвенты линейного оператора 𝑙 
в случае 𝜌 ≡ 1 в пространстве 𝐿𝑝, 1 < 𝑝 < +∞; 



• получены достаточные условия разрешимости и 𝐿2-максимальной 

регулярности решения нелинейного уравнения (1). 

Научная новизна и важность полученных результатов. Все полученные 

результаты диссертации являются новыми. Главное отличие рассматриваемого 

уравнения (1) от ранее исследованных сингулярных дифференциальных 

уравнений второго порядка состоит в том, что все его коэффициенты 𝜌, 𝑟 и 𝑠 

являются не ограниченными, а коэффициент 𝑟 при первой производной не 

подчиняется старшему и младшему коэффициентам уравнения. В ранних 

работах других авторов рассмотрен случай, когда в (1) 𝜌 ≥ 𝛿 > 0, а рост 

коэффициента 𝑟 на бесконечности ограничен некоторой положительной 

степенью 𝑠. В работах, посвящённых многомерным обобщениям уравнения (1), 

предполагается, что промежуточный коэффициент 𝑟 может расти на 

бесконечности не быстрее чем |𝑥|ln|𝑥|.  
Вопрос о разрешимости уравнения (1) в случае, когда |𝑟| растёт быстрее 

|𝑥|ln|𝑥| и не зависит от 𝑠, а функция 𝜌(𝑥) предполагается отделённой от нуля и 

ограниченной, ранее изучался в работах К. Н. Оспанова, Р. Д. Ахметкалиевой. В 

настоящей диссертационной работе в отличие от них рассмотрен случай, когда 

коэффициент 𝜌 может стремиться к нулю при 𝑥 → +∞ или при 𝑥 → −∞, то есть, 

когда уравнение (1) является вырождающимся.  

Изучение уравнения (1) в рассматриваемых нами случаях требует 

привлечения качественно новых методов и средств исследования. В настоящей 

работе, в частности, выясняется, что рост коэффициента 𝑟 позволяет сильно 

ослабить ограничения на коэффициент 𝑠, например 𝑠 может менять знак и 

стремиться к −∞ с определённой скоростью, при этом скорость стремления 𝑠 к 

−∞ зависит от порядка роста |𝑟|. Напомним, что при изучении сингулярного 

уравнения Штурма-Лиувилля (случай 𝜌 ≡ 1, 𝑟 ≡ 0 в (1)) обычно требуют 

выполнения неравенства 𝑠 ≥ −𝑘𝑥2 при некотором 𝑘 > 0. Для уравнения (1) с 

неограниченным 𝑟 такое условие не обязательно.  

Полученные результаты обобщают более ранние исследования 

К. Н. Оспанова, Р. Д. Ахметкалиевой, а также Д. Р. Бейсеновой, посвященные 

дифференциальному уравнению с быстрорастущим промежуточным 

коэффициентом. Они также распространяют результаты работ 

М. Б. Муратбекова, М. Отелбаева, Р. Ойнарова, К. Х. Бойматова на новые 

классы дифференциальных уравнений второго порядка. Результаты диссертации 

могут быть применены в задачах стохастического анализа, теории броуновского 

движения, финансовой математики и биологии. 

Тема диссертационного исследования соответствует приоритетному 

направлению развития «Научные исследования в области естественных наук», 

специализированное научное направление «Фундаментальные и прикладные 

исследования в области математики и механики». Часть результатов 

диссертации вошли в заключительный отчет по грантовому проекту AP05131649 

«Эллиптические уравнения со смещением: регулярность и аппроксимативные 

свойства решений» (2020 г.), а также в промежуточный отчет за 2020 г. по 



проекту АР08856281 «Нелинейные эллиптические уравнения с 

неограниченными коэффициентами». 

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 11 

работах, из которых 1 статья — в рейтинговом журнале Turkish Journal of 

Mathematics, входящем в квартиль Q3 базы данных Web of Science, 3 статьи — в 

изданиях, рекомендованных Комитетом по контролю в сфере образования и 

науки Министерства образования и науки Республики Казахстан, 7 работ — в 

материалах международных научных конференций. В совместных публикациях 

научному консультанту К. Н. Оспанову принадлежат постановки задач 

исследования, а формулировки и доказательства основных утверждений 

проведены соискателем А. Н. Есбаевым самостоятельно. 


